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S1 Programmable TD-NEO-EOM-CCSD Equations

S1.1 Programmable Left Dipole Moment Function at t = 0

The left-hand dipole moment function at t = 0 is defined as ⟨M̃α(0)| = ⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α.

Its dipole moment amplitudes m̃ are obtained by projecting this equation onto the space

of the reference and excited determinants (|ν⟩ = {|0e0p⟩, |ai ⟩ |AI ⟩, |ab
ij ⟩, |AB

I J ⟩, |aA
iI ⟩}). The

programmable expressions for ⟨M̃α(0)|ν⟩ are:

⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|0e0p⟩ = m̃0 = la1
i1 µi1

a1 + lA1
I1 µI1

A1 + µa1
i1 ti1

a1 − la1
i1 µi1

i2ti2
a1 + la1

i1 µa2
a1ti1

a2 (S1)

− la1
i1 µa2

i2 ti2
a1ti1

a2 + µA1
I1 tI1

A1 − lA1
I1 µI1

I2tI2
A1 + lA1

I1 µA2
A1tI1

A2 − lA1
I1 µA2

I2 tI2
A1tI1

A2 + la1
i1 µa2

i2 ti1i2
a1a2

− µi2
i1la1a2

i2i4 ti1i4
a1a2

1
2
+ µa2

a1la1a4
i1i2 ti1i2

a2a4
1
2
+ lA1

I1 µa1
i1 ti1I1

a1A1 + la1
i1 µA1

I1 ti1I1
a1A1 − µI2

I1la1A1
i1I2 ti1I1

a1A1

− µi2
i1la1A1

i2I1 ti1I1
a1A1 + µA2

A1la1A1
i1I1 ti1I1

a1A2 + µa2
a1la1A1

i1I1 ti1I1
a2A1 + lA1

I1 µA2
I2 tI1I2

A1A2 − µI2
I1lA1A2

I2I4 tI1I4
A1A2

1
2

+ µA2
A1lA1A4

I1I2 tI1I2
A2A4

1
2

⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|ai ⟩ = m̃a
i = la1

i µa
a1 + µa

i − la
i1µi1

i + la
i µa1

i1 ti1
a1 − la1

i µa
i1ti1

a1 − la
i1µa1

i ti1
a1 (S2)

+ la
i µA1

I1 tI1
A1 + µi1

a1laa1
ii1 − µi1

i2ti2
a1laa1

ii1 + µa2
a1ti1

a2laa1
ii1 − µa2

i2 ti2
a1ti1

a2laa1
ii1 + µI1

A1laA1
iI1 − µI1

I2tI2
A1laA1

iI1

+ µA2
A1tI1

A2laA1
iI1 − µA2

I2 tI2
A1tI1

A2laA1
iI1 − µa1

i laa2
i1i2ti1i2

a1a2
1
2
+ µa2

i2 laa1
ii1 ti1i2

a1a2 − µa
i1la1a2

ii2 ti1i2
a1a2

1
2

+ µA1
I1 laa1

ii1 ti1I1
a1A1 − µa1

i laA1
i1I1 ti1I1

a1A1 − µa
i1la1A1

iI1 ti1I1
a1A1 + µa1

i1 laA1
iI1 ti1I1

a1A1 + µA2
I2 laA1

iI1 tI1I2
A1A2
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⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|AI ⟩ = m̃A
I = lA1

I µA
A1 + µA

I − lA
I1µI1

I + lA
I µa1

i1 ti1
a1 + lA

I µA1
I1 tI1

A1 (S3)

− lA1
I µA

I1tI1
A1 − lA

I1µA1
I tI1

A1 + µi1
a1la1A

i1I − µi1
i2ti2

a1la1A
i1I + µa2

a1ti1
a2la1A

i1I − µa2
i2 ti2

a1ti1
a2la1A

i1I + µI1
A1lAA1

I I1

− µI1
I2tI2

A1lAA1
I I1 + µA2

A1tI1
A2lAA1

I I1 − µA2
I2 tI2

A1tI1
A2lAA1

I I1 + µa2
i2 la1A

i1I ti1i2
a1a2 − µA1

I la1A
i1I1 ti1I1

a1A1

− µA
I1la1A1

i1I ti1I1
a1A1 + µA1

I1 la1A
i1I ti1I1

a1A1 + µa1
i1 lAA1

I I1 ti1I1
a1A1 − µA1

I lAA2
I1I2 tI1I2

A1A2
1
2
+ µA2

I2 lAA1
I I1 tI1I2

A1A2

− µA
I1lA1A2

I I2 tI1I2
A1A2

1
2

⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|ab
ij ⟩ = m̃ab

ij = lb
j µa

i − la
j µb

i − lb
i µa

j + la
i µb

j − µi1
j lab

ii1 − µa1
j ti1

a1lab
ii1 (S4)

+ µb
a1laa1

ij − µb
i1ti1

a1laa1
ij + µa1

i1 ti1
a1lab

ij + µA1
I1 tI1

A1lab
ij − µa

a1lba1
ij + µa

i1ti1
a1lba1

ij + µi1
i lab

ji1

+ µa1
i ti1

a1lab
ji1

⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|AB
I J ⟩ = m̃AB

I J = lB
J µA

I − lA
J µB

I − lB
I µA

J + lA
I µB

J − µI1
J lAB

II2 (S5)

− µA1
J tI1

A1lAB
II2 + µB

A1lAA1
I J − µB

I1tI1
A1lAA1

I J + µa1
i1 ti1

a1lAB
I J + µA1

I1 tI1
A1lAB

I J − µA
A1lBA1

I J

+ µA
I1tI1

A1lBA1
I J + µI1

I lAB
JI1 + µA1

I tI1
A1lAB

JI1

⟨0e0p|(1 + Λ̂)µ̄α|aA
iI ⟩ = m̃aA

iI = lA
I µa

i + la
i µA

I − µi1
i laA

i1I − µa1
i ti1

a1laA
i1I − µI1

I laA
iI1 (S6)

− µA1
I tI1

A1laA
iI1 + µa

a1la1A
iI − µa

i1ti1
a1la1A

iI + µA
A1laA1

iI − µA
I1tI1

A1laA1
iI + µa1

i1 ti1
a1laA

iI + µA1
I1 tI1

A1laA
iI
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S1.2 Programmable Right Dipole Moment Function at t = 0

The right-hand dipole moment function at t = 0 is defined as |Mα(0)⟩ = µ̄α|0e0p⟩. Its

dipole moment amplitudes m are obtained by projecting this equation onto the space

of the reference and excited determinants (|ν⟩ = {|0e0p⟩, |ai ⟩ |AI ⟩, |ab
ij ⟩, |AB

I J ⟩, |aA
iI ⟩}). The

programmable expressions for ⟨ν|Mα(0)⟩ are:

⟨0e0p|µ̄α|0e0p⟩ = m0 = µa1
i1 ti1

a1 + µA1
I1 tI1

A1 (S7)

⟨a
i |µ̄α|0e0p⟩ = mi

a = µi
a + µa1

a ti
a1 − µi

i1ti1
a − µa1

i1 ti
a1ti1

a + µa1
i1 tii1

aa1 + µA1
I1 tiI1

aA1 (S8)

⟨A
I |µ̄α|0e0p⟩ = mI

A = µI
A + µA1

A tI
A1 − µI

I1tI1
A − µA1

I1 tI
A1tI1

A + µa1
i1 ti1I

a1A + µA1
I1 tI I1

AA1 (S9)

⟨ab
ij |µ̄α|0e0p⟩ = mij

ab = µa1
b tij

aa1 − µ
j
i1tii1

ab + µi
i1tji1

ab − µa1
a tij

ba1 (S10)

⟨AB
I J |µ̄α|0e0p⟩ = mI J

AB = µA1
B tI J

AA1 − µJ
I1tI I1

AB + µI
I1tJ I1

AB − µA1
A tI J

BA1 (S11)

⟨aA
iI |µ̄α|0e0p⟩ = miI

aA = µa1
a tiI

a1A + µA1
A tiI

aA1 − µi
i1ti1I

aA − µI
I1tiI1

aA (S12)
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S1.3 Programmable Expressions of Time Derivative of m Amplitudes

The time evolution of the dipole moment amplitudes m is governed by the time-dependent

NEO Schrödinger equation

∂

∂t
|Mα(t)⟩ = −iH̄N|Mα(t)⟩ (S13)

Projecting Eq. S13 onto the space of the reference and excited determinants (|ν⟩ = {|0e0p⟩, |ai ⟩

|AI ⟩, |ab
ij ⟩, |AB

I J ⟩, |aA
iI ⟩}) gives

∂

∂t
⟨ν|Mα(t)⟩ = −i⟨ν|H̄N|Mα(t)⟩ = −iσν (S14)

The programmable expressions for σν are:

σ0 = Fa1
i1 mi1

a1 + FA1
I1 mI1

A1 + mi1
a1ti4

a4 ḡa1a4
i1i4 − mI1

A1ti1
a1ga1A1

i1I1 − mi1
a1tI1

A1ga1A1
i1I1 + mI1

A1tI4
A4 ḡA1A4

I1I4 (S15)

+ ḡa1a4
i1i4 mi1i4

a1a4
1
4
− ga1A1

i1I1 mi1I1
a1A1 + ḡA1A4

I1I4 mI1I4
A1A4

1
4

σi
a = Fa1

a mi
a1 − Fi

i1mi1
a − Fa1

i1 mi1
a ti

a1 − Fa1
i1 mi

a1ti1
a + mi1

a2ti
a1 ḡa1a2

ai1 + mi
a1ti1

a2 ḡa1a2
ai1 + mi1

a1 ḡia1
ai1 (S16)

− mi1
a ti

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 − mi2
a2ti

a1ti1
a ḡa1a2

i1i2 − mi
a1ti2

a2ti1
a ḡa1a2

i1i2 − mi1
a ti2

a1 ḡia1
i1i2 − mi2

a1ti1
a ḡia1

i1i2

− mI1
A1ti

a1ga1A1
aI1 − mi

a1tI1
A1ga1A1

aI1 − mI1
A1giA1

aI1 + mI1
A1ti

a1ti1
a ga1A1

i1I1 + mi1
a ti

a1tI1
A1ga1A1

i1I1

+ mi
a1ti1

a tI1
A1ga1A1

i1I1 + mI1
A1ti1

a giA1
i1I1 + mi1

a tI1
A1giA1

i1I1 + ḡa1a2
ai1 mii1

a1a2
1
2
− ti1

a ḡa1a2
i1i2 mii2

a1a2
1
2

− ḡia1
i1i2mi1i2

aa1
1
2
+ Fa1

i1 mii1
aa1 + ti2

a2 ḡa1a2
i1i2 mii1

aa1 − tI1
A1ga1A1

i1I1 mii1
aa1 − ti

a1 ḡa1a2
i1i2 mi1i2

aa2
1
2
− ga1A1

aI1 miI1
a1A1

+ ti1
a ga1A1

i1I1 miI1
a1A1 + ti

a1ga1A1
i1I1 mi1I1

aA1 + giA1
i1I1mi1I1

aA1 + FA1
I1 miI1

aA1 − ti1
a1ga1A1

i1I1 miI1
aA1 + tI2

A2 ḡA1A2
I1I2 miI1

aA1

− mi1
a ḡa1a2

i1i2 tii2
a1a2

1
2
+ mi2

a2 ḡa1a2
i1i2 tii1

aa1 − mI1
A1ga1A1

i1I1 tii1
aa1 − mi

a1 ḡa1a2
i1i2 ti1i2

aa2
1
2
+ mi1

a ga1A1
i1I1 tiI1

a1A1

+ mi
a1ga1A1

i1I1 ti1I1
aA1 − mi1

a1ga1A1
i1I1 tiI1

aA1 + mI2
A2 ḡA1A2

I1I2 tiI1
aA1
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σI
A = FA1

A mI
A1 − FI

I1mI
A − FA1

I1 mI
AtI

A1 − FA1
I1 mI

A1tI1
A − mI

A1ti1
a1ga1A1

i1A − mi1
a1tI

A1ga1A1
i1A (S17)

− mi1
a1ga1I

i1A + mI
Ati1

a1tI
A1ga1A1

i1I1 + mI
A1ti1

a1tI1
A ga1A1

i1I1 + mi1
a1tI

A1tI1
A ga1A1

i1I1 + mI
Ati1

a1ga1I
i1I1

+ mi1
a1tI1

A ga1I
i1I1 + mI1

A2tI
A1 ḡA1A2

AI1 + mI
A1tI1

A2 ḡA1A2
AI1 + mI1

A1 ḡIA1
AI1 − mI

AtI
A1tI2

A2 ḡA1A2
I1I2

− mI2
A2tI

A1tI1
A ḡA1A2

I1I2 − mI
A1tI2

A2tI1
A ḡA1A2

I1I2 − mI
AtI2

A1 ḡIA1
I1I2 − mI2

A1tI1
A ḡIA1

I1I2 − ga1A1
i1A mi1I

a1A1

+ tI1
A ga1A1

i1I1 mi1I
a1A1 + tI

A1ga1A1
i1I1 mi1I1

a1A + ga1I
i1I1mi1I1

a1A + Fa1
i1 mi1I

a1A + ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 mi1I
a1A

− tI1
A1ga1A1

i1I1 mi1I
a1A + ḡA1A2

AI1 mI I1
A1A2

1
2
− tI1

A ḡA1A2
I1I2 mI I2

A1A2
1
2
− ḡIA1

I1I2mI1I2
AA1

1
2
+ FA1

I1 mI I1
AA1

− ti1
a1ga1A1

i1I1 mI I1
AA1 + tI2

A2 ḡA1A2
I1I2 mI I1

AA1 − tI
A1 ḡA1A2

I1I2 mI1I2
AA2

1
2
+ mI

Aga1A1
i1I1 ti1I

a1A1 + mI
A1ga1A1

i1I1 ti1I1
a1A

+ mi2
a2 ḡa1a2

i1i2 ti1I
a1A − mI1

A1ga1A1
i1I1 ti1I

a1A − mI
A ḡA1A2

I1I2 tI I2
A1A2

1
2
− mi1

a1ga1A1
i1I1 tI I1

AA1 + mI2
A2 ḡA1A2

I1I2 tI I1
AA1

− mI
A1 ḡA1A2

I1I2 tI1I2
AA2

1
2

σ
ij
ab = mj

a2ti
a1 ḡa1a2

ab − mi
a2tj

a1 ḡa1a2
ab + mj

a1 ḡia1
ab − mi

a1 ḡja1
ab − mi1

b ti
a1tj

a2 ḡa1a2
ai1 (S18)

+ mj
a1ti

a2ti1
b ḡa1a2

ai1 − mi
a1tj

a2ti1
b ḡa1a2

ai1 − mi1
b tj

a1 ḡia1
ai1 − mj

a1ti1
b ḡia1

ai1 − mi1
b ḡij

ai1 + mi1
b ti

a1 ḡja1
ai1

+ mi
a1ti1

b ḡja1
ai1 + mi1

a ti
a1tj

a2 ḡa1a2
bi1 − mj

a1ti
a2ti1

a ḡa1a2
bi1 + mi

a1tj
a2ti1

a ḡa1a2
bi1 + mi1

a tj
a1 ḡia1

bi1

+ mj
a1ti1

a ḡia1
bi1 + mi1

a ḡij
bi1 − mi1

a ti
a1 ḡja1

bi1 − mi
a1ti1

a ḡja1
bi1 − mi1

b ti
a1tj

a2ti2
a ḡa1a2

i1i2 + mi1
a ti

a1tj
a2ti2

b ḡa1a2
i1i2

− mj
a1ti

a2ti1
a ti2

b ḡa1a2
i1i2 + mi

a1tj
a2ti1

a ti2
b ḡa1a2

i1i2 − mi1
b tj

a1ti2
a ḡia1

i1i2 + mi1
a tj

a1ti2
b ḡia1

i1i2 + mj
a1ti1

a ti2
b ḡia1

i1i2

+ mi2
b ti1

a ḡij
i1i2 − mi2

a ti1
b ḡij

i1i2 + mi1
b ti

a1ti2
a ḡja1

i1i2 − mi1
a ti

a1ti2
b ḡja1

i1i2 − mi
a1ti1

a ti2
b ḡja1

i1i2 + ḡa1a2
ab mij

a1a2
1
2

− ti1
b ḡa1a2

ai1 mij
a1a2

1
2
+ ti1

a ḡa1a2
bi1 mij

a1a2
1
2
+ ti1

a ti2
b ḡa1a2

i1i2 mij
a1a2

1
2
− tj

a2 ḡa1a2
bi1 mii1

aa1 + ḡja1
bi1mii1

aa1

− tj
a2ti2

b ḡa1a2
i1i2 mii1

aa1 + ti2
b ḡja1

i1i2mii1
aa1 + Fa1

b mij
aa1 − Fa1

i1 ti1
b mij

aa1 + ti1
a2 ḡa1a2

bi1 mij
aa1 − ti2

a2ti1
b ḡa1a2

i1i2 mij
aa1

− tI1
A1ga1A1

bI1 mij
aa1 + ti1

b tI1
A1ga1A1

i1I1 mij
aa1 + ti

a2 ḡa1a2
bi1 mji1

aa1 − ḡia1
bi1mji1

aa1 + ti
a2ti2

b ḡa1a2
i1i2 mji1

aa1

− ti2
b ḡia1

i1i2mji1
aa1 + ti

a1tj
a2 ḡa1a2

i1i2 mi1i2
ab

1
2
+ tj

a1 ḡia1
i1i2mi1i2

ab
1
2
+ ḡij

i1i2mi1i2
ab

1
2
− ti

a1 ḡja1
i1i2mi1i2

ab
1
2

− Fj
i1mii1

ab − Fa1
i1 tj

a1mii1
ab − tj

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 mii1
ab − ti2

a1 ḡja1
i1i2mii1

ab + tj
a1tI1

A1ga1A1
i1I1 mii1

ab + tI1
A1gjA1

i1I1mii1
ab
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+ Fi
i1mji1

ab + Fa1
i1 ti

a1mji1
ab + ti

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 mji1
ab + ti2

a1 ḡia1
i1i2mji1

ab − ti
a1tI1

A1ga1A1
i1I1 mji1

ab − tI1
A1giA1

i1I1mji1
ab

+ tj
a2 ḡa1a2

ai1 mii1
ba1 − ḡja1

ai1mii1
ba1 + tj

a2ti2
a ḡa1a2

i1i2 mii1
ba1 − ti2

a ḡja1
i1i2mii1

ba1 − Fa1
a mij

ba1 + Fa1
i1 ti1

a mij
ba1

− ti1
a2 ḡa1a2

ai1 mij
ba1 + ti2

a2ti1
a ḡa1a2

i1i2 mij
ba1 + tI1

A1ga1A1
aI1 mij

ba1 − ti1
a tI1

A1ga1A1
i1I1 mij

ba1 − ti
a2 ḡa1a2

ai1 mji1
ba1

+ ḡia1
ai1mji1

ba1 − ti
a2ti2

a ḡa1a2
i1i2 mji1

ba1 + ti2
a ḡia1

i1i2mji1
ba1 − tj

a1ga1A1
bI1 miI1

aA1 − gjA1
bI1 miI1

aA1 + tj
a1ti1

b ga1A1
i1I1 miI1

aA1

+ ti1
b gjA1

i1I1miI1
aA1 + ti

a1ga1A1
bI1 mjI1

aA1 + giA1
bI1 mjI1

aA1 − ti
a1ti1

b ga1A1
i1I1 mjI1

aA1 − ti1
b giA1

i1I1mjI1
aA1 + tj

a1ga1A1
aI1 miI1

bA1

+ gjA1
aI1 miI1

bA1 − tj
a1ti1

a ga1A1
i1I1 miI1

bA1 − ti1
a gjA1

i1I1miI1
bA1 − ti

a1ga1A1
aI1 mjI1

bA1 − giA1
aI1 mjI1

bA1 + ti
a1ti1

a ga1A1
i1I1 mjI1

bA1

+ ti1
a giA1

i1I1mjI1
bA1 + ḡa1a2

i1i2 mji1
ab tii2

a1a2
1
2
− mi1

b ḡa1a2
ai1 tij

a1a2
1
2
+ mi1

a ḡa1a2
bi1 tij

a1a2
1
2
− mi1

b ti2
a ḡa1a2

i1i2 tij
a1a2

1
2

+ mi1
a ti2

b ḡa1a2
i1i2 tij

a1a2
1
2
+ ḡa1a2

i1i2 mi1i2
ab tij

a1a2
1
4
− ḡa1a2

i1i2 mii1
ab tji2

a1a2
1
2
− mj

a2 ḡa1a2
bi1 tii1

aa1 − mi2
b tj

a2 ḡa1a2
i1i2 tii1

aa1

− mj
a2ti2

b ḡa1a2
i1i2 tii1

aa1 + mi2
b ḡja1

i1i2tii1
aa1 − ga1A1

i1I1 mjI1
bA1tii1

aa1 − Fa1
i1 mi1

b tij
aa1 + mi1

a2 ḡa1a2
bi1 tij

aa1 − mi1
b ti2

a2 ḡa1a2
i1i2 tij

aa1

− mi2
a2ti1

b ḡa1a2
i1i2 tij

aa1 − mI1
A1ga1A1

bI1 tij
aa1 + mI1

A1ti1
b ga1A1

i1I1 tij
aa1 + mi1

b tI1
A1ga1A1

i1I1 tij
aa1 − ḡa1a2

i1i2 mi1i2
ba2 tij

aa1
1
2

+ ga1A1
i1I1 mi1I1

bA1tij
aa1 + mi

a2 ḡa1a2
bi1 tji1

aa1 + mi2
b ti

a2 ḡa1a2
i1i2 tji1

aa1 + mi
a2ti2

b ḡa1a2
i1i2 tji1

aa1 − mi2
b ḡia1

i1i2tji1
aa1

+ ga1A1
i1I1 miI1

bA1tji1
aa1 + ḡa1a2

i1i2 mij
ba1ti1i2

aa2
1
2
+ ḡa1a2

i1i2 mji1
ba1tii2

aa2 − ḡa1a2
i1i2 mii1

ba1tji2
aa2

− mj
a1ti

a2 ḡa1a2
i1i2 ti1i2

ab
1
2
+ mi

a1tj
a2 ḡa1a2

i1i2 ti1i2
ab

1
2
+ mj

a1 ḡia1
i1i2ti1i2

ab
1
2
− mi

a1 ḡja1
i1i2ti1i2

ab
1
2
+ ḡa1a2

i1i2 mij
a1a2ti1i2

ab
1
4

− Fa1
i1 mj

a1tii1
ab − mi2

a2tj
a1 ḡa1a2

i1i2 tii1
ab − mj

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 tii1
ab − mi2

a1 ḡja1
i1i2tii1

ab + mI1
A1tj

a1ga1A1
i1I1 tii1

ab + mj
a1tI1

A1ga1A1
i1I1 tii1

ab

+ mI1
A1gjA1

i1I1tii1
ab − ḡa1a2

i1i2 mji2
a1a2tii1

ab
1
2
+ ga1A1

i1I1 mjI1
a1A1tii1

ab + Fa1
i1 mi

a1tji1
ab + mi2

a2ti
a1 ḡa1a2

i1i2 tji1
ab + mi

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 tji1
ab

+ mi2
a1 ḡia1

i1i2tji1
ab − mI1

A1ti
a1ga1A1

i1I1 tji1
ab − mi

a1tI1
A1ga1A1

i1I1 tji1
ab − mI1

A1giA1
i1I1tji1

ab + ḡa1a2
i1i2 mii2

a1a2tji1
ab

1
2

− ga1A1
i1I1 miI1

a1A1tji1
ab + mj

a2 ḡa1a2
ai1 tii1

ba1 + mi2
a tj

a2 ḡa1a2
i1i2 tii1

ba1 + mj
a2ti2

a ḡa1a2
i1i2 tii1

ba1 − mi2
a ḡja1

i1i2tii1
ba1 + ga1A1

i1I1 mjI1
aA1tii1

ba1

+ Fa1
i1 mi1

a tij
ba1 − mi1

a2 ḡa1a2
ai1 tij

ba1 + mi1
a ti2

a2 ḡa1a2
i1i2 tij

ba1 + mi2
a2ti1

a ḡa1a2
i1i2 tij

ba1 + mI1
A1ga1A1

aI1 tij
ba1 − mI1

A1ti1
a ga1A1

i1I1 tij
ba1

− mi1
a tI1

A1ga1A1
i1I1 tij

ba1 + ḡa1a2
i1i2 mi1i2

aa2 tij
ba1

1
2
− ga1A1

i1I1 mi1I1
aA1tij

ba1 − mi
a2 ḡa1a2

ai1 tji1
ba1 − mi2

a ti
a2 ḡa1a2

i1i2 tji1
ba1

− mi
a2ti2

a ḡa1a2
i1i2 tji1

ba1 + mi2
a ḡia1

i1i2tji1
ba1 − ga1A1

i1I1 miI1
aA1tji1

ba1 − ḡa1a2
i1i2 mij

aa1ti1i2
ba2

1
2
− ḡa1a2

i1i2 mji1
aa1tii2

ba2 + ḡa1a2
i1i2 mii1

aa1tji2
ba2

− ga1A1
i1I1 mji1

ab tiI1
a1A1 + ga1A1

i1I1 mii1
ab tjI1

a1A1 − ga1A1
i1I1 mij

ba1ti1I1
aA1 − mj

a1ga1A1
bI1 tiI1

aA1 + mi1
b tj

a1ga1A1
i1I1 tiI1

aA1

+ mj
a1ti1

b ga1A1
i1I1 tiI1

aA1 + mi1
b gjA1

i1I1tiI1
aA1 − ga1A1

i1I1 mji1
ba1tiI1

aA1 + mi
a1ga1A1

bI1 tjI1
aA1 − mi1

b ti
a1ga1A1

i1I1 tjI1
aA1

− mi
a1ti1

b ga1A1
i1I1 tjI1

aA1 − mi1
b giA1

i1I1tjI1
aA1 + ga1A1

i1I1 mii1
ba1tjI1

aA1 + ḡA1A2
I1I2 mjI1

bA1tiI2
aA2 − ḡA1A2

I1I2 miI1
bA1tjI2

aA2
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+ ga1A1
i1I1 mij

aa1ti1I1
bA1 + mj

a1ga1A1
aI1 tiI1

bA1 − mi1
a tj

a1ga1A1
i1I1 tiI1

bA1 − mj
a1ti1

a ga1A1
i1I1 tiI1

bA1 − mi1
a gjA1

i1I1tiI1
bA1

+ ga1A1
i1I1 mji1

aa1tiI1
bA1 − mi

a1ga1A1
aI1 tjI1

bA1 + mi1
a ti

a1ga1A1
i1I1 tjI1

bA1 + mi
a1ti1

a ga1A1
i1I1 tjI1

bA1 + mi1
a giA1

i1I1tjI1
bA1

− ga1A1
i1I1 mii1

aa1tjI1
bA1 − ḡA1A2

I1I2 mjI1
aA1tiI2

bA2 + ḡA1A2
I1I2 miI1

aA1tjI2
bA2

σI J
AB = mJ

A2tI
A1 ḡA1A2

AB − mI
A2tJ

A1 ḡA1A2
AB + mJ

A1 ḡIA1
AB − mI

A1 ḡJA1
AB − mI1

B tI
A1tJ

A2 ḡA1A2
AI1 (S19)

+ mJ
A1tI

A2tI1
B ḡA1A2

AI1 − mI
A1tJ

A2tI1
B ḡA1A2

AI1 − mI1
B tJ

A1 ḡIA1
AI1 − mJ

A1tI1
B ḡIA1

AI1 − mI1
B ḡI J

AI1 + mI1
B tI

A1 ḡJA1
AI1

+ mI
A1tI1

B ḡJA1
AI1 + mI

AtI
A1tJ

A2 ḡA1A2
BI1 − mJ

A1tI
A2tI1

A ḡA1A2
BI1 + mI

A1tJ
A2tI1

A ḡA1A2
BI1 + mI

AtJ
A1 ḡIA1

BI1

+ mJ
A1tI1

A ḡIA1
BI1 + mI

A ḡI J
BI1 − mI

AtI
A1 ḡJA1

BI1 − mI
A1tI1

A ḡJA1
BI1 − mI1

B tI
A1tJ

A2tI2
A ḡA1A2

I1I2 + mI
AtI

A1tJ
A2tI2

B ḡA1A2
I1I2

− mJ
A1tI

A2tI1
A tI2

B ḡA1A2
I1I2 + mI

A1tJ
A2tI1

A tI2
B ḡA1A2

I1I2 − mI1
B tJ

A1tI2
A ḡIA1

I1I2 + mI
AtJ

A1tI2
B ḡIA1

I1I2 + mJ
A1tI1

A tI2
B ḡIA1

I1I2

+ mI2
B tI1

A ḡI J
I1I2 − mI2

A tI1
B ḡI J

I1I2 + mI1
B tI

A1tI2
A ḡJA1

I1I2 − mI
AtI

A1tI2
B ḡJA1

I1I2 − mI
A1tI1

A tI2
B ḡJA1

I1I2 − tJ
A1ga1A1

i1B mi1I
a1A

− ga1J
i1Bmi1I

a1A + tJ
A1tI1

B ga1A1
i1I1 mi1I

a1A + tI1
B ga1J

i1I1mi1I
a1A + tI

A1ga1A1
i1B mi1J

a1A + ga1I
i1Bmi1J

a1A − tI
A1tI1

B ga1A1
i1I1 mi1J

a1A

− tI1
B ga1I

i1I1mi1J
a1A + tJ

A1ga1A1
i1A mi1J

a1B + ga1J
i1Ami1J

a1B − tJ
A1tI1

A ga1A1
i1I1 mi1J

a1B − tI1
A ga1J

i1I1mi1J
a1B − tI

A1ga1A1
i1A mi1J

a1B

− ga1I
i1Ami1J

a1B + tI
A1tI1

A ga1A1
i1I1 mi1J

a1B + tI1
A ga1I

i1I1mi1J
a1B + ḡA1A2

AB mI J
A1A2

1
2
− tI1

B ḡA1A2
AI1 mI J

A1A2
1
2

+ tI1
A ḡA1A2

BI1 mI J
A1A2

1
2
+ tI1

A tI2
B ḡA1A2

I1I2 mI J
A1A2

1
2
− tJ

A2 ḡA1A2
BI1 mI I1

AA1 + ḡJA1
BI1 mI I1

AA1 − tJ
A2tI2

B ḡA1A2
I1I2 mI I1

AA1

+ tI2
B ḡJA1

I1I2mI I1
AA1 + FA1

B mI J
AA1 − FA1

I1 tI1
B mI J

AA1 − ti1
a1ga1A1

i1B mI J
AA1 + ti1

a1tI1
B ga1A1

i1I1 mI J
AA1 + tI1

A2 ḡA1A2
BI1 mI J

AA1

− tI2
A2tI1

B ḡA1A2
I1I2 mI J

AA1 + tI
A2 ḡA1A2

BI1 mJ I1
AA1 − ḡIA1

BI1 mJ I1
AA1 + tI

A2tI2
B ḡA1A2

I1I2 mJ I1
AA1 − tI2

B ḡIA1
I1I2mJ I1

AA1

+ tI
A1tJ

A2 ḡA1A2
I1I2 mI1I2

AB
1
2
+ tJ

A1 ḡIA1
I1I2mI1I2

AB
1
2
+ ḡI J

I1I2mI1I2
AB

1
2
− tI

A1 ḡJA1
I1I2mI1I2

AB
1
2
− F J

I1mI I1
AB − FA1

I1 tJ
A1mI I1

AB

+ ti1
a1tJ

A1ga1A1
i1I1 mI I1

AB + ti1
a1ga1J

i1I1mI I1
AB − tJ

A1tI2
A2 ḡA1A2

I1I2 mI I1
AB − tI2

A1 ḡJA1
I1I2mI I1

AB + FI
I1mJ I1

AB + FA1
I1 tI

A1mJ I1
AB

− ti1
a1tI

A1ga1A1
i1I1 mJ I1

AB − ti1
a1ga1I

i1I1mJ I1
AB + tI

A1tI2
A2 ḡA1A2

I1I2 mJ I1
AB + tI2

A1 ḡIA1
I1I2mJ I1

AB + tJ
A2 ḡA1A2

AI1 mI I1
BA1

− ḡJA1
AI1mI I1

BA1 + tJ
A2tI2

A ḡA1A2
I1I2 mI I1

BA1 − tI2
A ḡJA1

I1I2mI I1
BA1 − FA1

A mI J
BA1 + FA1

I1 tI1
A mI J

BA1 + ti1
a1ga1A1

i1A mI J
BA1

− ti1
a1tI1

A ga1A1
i1I1 mI J

BA1 − tI1
A2 ḡA1A2

AI1 mI J
BA1 + tI2

A2tI1
A ḡA1A2

I1I2 mI J
BA1 − tI

A2 ḡA1A2
AI1 mJ I1

BA1 + ḡIA1
AI1mJ I1

BA1

− tI
A2tI2

A ḡA1A2
I1I2 mJ I1

BA1 + tI2
A ḡIA1

I1I2mJ I1
BA1 − ga1A1

i1I1 mJ I1
ABti1I

a1A1 + ga1A1
i1I1 mI I1

ABti1J
a1A1 − ga1A1

i1I1 mI J
BA1ti1I1

a1A
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− mJ
A1ga1A1

i1B ti1I
a1A + mI1

B tJ
A1ga1A1

i1I1 ti1I
a1A + mJ

A1tI1
B ga1A1

i1I1 ti1I
a1A + mI1

B ga1J
i1I1ti1I

a1A − ga1A1
i1I1 mJ I1

BA1ti1I
a1A

+ mI
A1ga1A1

i1B ti1J
a1A − mI1

B tI
A1ga1A1

i1I1 ti1J
a1A − mI

A1tI1
B ga1A1

i1I1 ti1J
a1A − mI1

B ga1I
i1I1ti1J

a1A + ga1A1
i1I1 mI I1

BA1ti1J
a1A

+ ga1A1
i1I1 mI J

AA1ti1I1
a1B + mJ

A1ga1A1
i1A ti1I

a1B − mI
AtJ

A1ga1A1
i1I1 ti1I

a1B − mJ
A1tI1

A ga1A1
i1I1 ti1I

a1B − mI
Aga1J

i1I1ti1I
a1B

+ ga1A1
i1I1 mJ I1

AA1ti1I
a1B − mI

A1ga1A1
i1A ti1J

a1B + mI
AtI

A1ga1A1
i1I1 ti1J

a1B + mI
A1tI1

A ga1A1
i1I1 ti1J

a1B + mI
Aga1I

i1I1ti1J
a1B

− ga1A1
i1I1 mI I1

AA1ti1J
a1B + ḡa1a2

i1i2 mi1J
a1Bti2I

a2A − ḡa1a2
i1i2 mi1J

a1Bti2J
a2A − ḡa1a2

i1i2 mi1J
a1Ati2I

a2B + ḡa1a2
i1i2 mi1I

a1Ati2J
a2B

+ ḡA1A2
I1I2 mJ I1

ABtI I2
A1A2

1
2
− mI1

B ḡA1A2
AI1 tI J

A1A2
1
2
+ mI

A ḡA1A2
BI1 tI J

A1A2
1
2
− mI1

B tI2
A ḡA1A2

I1I2 tI J
A1A2

1
2

+ mI
AtI2

B ḡA1A2
I1I2 tI J

A1A2
1
2
+ ḡA1A2

I1I2 mI1I2
AB tI J

A1A2
1
4
− ḡA1A2

I1I2 mI I1
ABtJ I2

A1A2
1
2
− mJ

A2 ḡA1A2
BI1 tI I1

AA1

− mI2
B tJ

A2 ḡA1A2
I1I2 tI I1

AA1 − mJ
A2tI2

B ḡA1A2
I1I2 tI I1

AA1 + mI2
B ḡJA1

I1I2tI I1
AA1 − ga1A1

i1I1 mi1J
a1BtI I1

AA1 − FA1
I1 mI1

B tI J
AA1

− mi1
a1ga1A1

i1B tI J
AA1 + mI1

B ti1
a1ga1A1

i1I1 tI J
AA1 + mi1

a1tI1
B ga1A1

i1I1 tI J
AA1 + mI1

A2 ḡA1A2
BI1 tI J

AA1 − mI1
B tI2

A2 ḡA1A2
I1I2 tI J

AA1

− mI2
A2tI1

B ḡA1A2
I1I2 tI J

AA1 + ga1A1
i1I1 mi1I1

a1B tI J
AA1 − ḡA1A2

I1I2 mI1I2
BA2tI J

AA1
1
2
+ mI

A2 ḡA1A2
BI1 tJ I1

AA1 + mI2
B tI

A2 ḡA1A2
I1I2 tJ I1

AA1

+ mI
A2tI2

B ḡA1A2
I1I2 tJ I1

AA1 − mI2
B ḡIA1

I1I2tJ I1
AA1 + ga1A1

i1I1 mi1J
a1BtJ I1

AA1 + ḡA1A2
I1I2 mI J

BA1tI1I2
AA2

1
2
+ ḡA1A2

I1I2 mJ I1
BA1tI I2

AA2

− ḡA1A2
I1I2 mI I1

BA1tJ I2
AA2 − mJ

A1tI
A2 ḡA1A2

I1I2 tI1I2
AB

1
2
+ mI

A1tJ
A2 ḡA1A2

I1I2 tI1I2
AB

1
2
+ mJ

A1 ḡIA1
I1I2tI1I2

AB
1
2

− mI
A1 ḡJA1

I1I2tI1I2
AB

1
2
+ ḡA1A2

I1I2 mI J
A1A2tI1I2

AB
1
4
− FA1

I1 mJ
A1tI I1

AB + mJ
A1ti1

a1ga1A1
i1I1 tI I1

AB + mi1
a1tJ

A1ga1A1
i1I1 tI I1

AB

+ mi1
a1ga1J

i1I1tI I1
AB − mI2

A2tJ
A1 ḡA1A2

I1I2 tI I1
AB − mJ

A1tI2
A2 ḡA1A2

I1I2 tI I1
AB − mI2

A1 ḡJA1
I1I2tI I1

AB + ga1A1
i1I1 mi1J

a1A1tI I1
AB

− ḡA1A2
I1I2 mJ I2

A1A2tI I1
AB

1
2
+ FA1

I1 mI
A1tJ I1

AB − mI
A1ti1

a1ga1A1
i1I1 tJ I1

AB − mi1
a1tI

A1ga1A1
i1I1 tJ I1

AB − mi1
a1ga1I

i1I1tJ I1
AB

+ mI2
A2tI

A1 ḡA1A2
I1I2 tJ I1

AB + mI
A1tI2

A2 ḡA1A2
I1I2 tJ I1

AB + mI2
A1 ḡIA1

I1I2tJ I1
AB − ga1A1

i1I1 mi1I
a1A1tJ I1

AB + ḡA1A2
I1I2 mI I2

A1A2tJ I1
AB

1
2

+ mJ
A2 ḡA1A2

AI1 tI I1
BA1 + mI2

A tJ
A2 ḡA1A2

I1I2 tI I1
BA1 + mJ

A2tI2
A ḡA1A2

I1I2 tI I1
BA1 − mI2

A ḡJA1
I1I2tI I1

BA1 + ga1A1
i1I1 mi1J

a1AtI I1
BA1

+ FA1
I1 mI

AtI J
BA1 + mi1

a1ga1A1
i1A tI J

BA1 − mI
Ati1

a1ga1A1
i1I1 tI J

BA1 − mi1
a1tI1

A ga1A1
i1I1 tI J

BA1 − mI1
A2 ḡA1A2

AI1 tI J
BA1

+ mI
AtI2

A2 ḡA1A2
I1I2 tI J

BA1 + mI2
A2tI1

A ḡA1A2
I1I2 tI J

BA1 − ga1A1
i1I1 mi1I1

a1AtI J
BA1 + ḡA1A2

I1I2 mI1I2
AA2tI J

BA1
1
2
− mI

A2 ḡA1A2
AI1 tJ I1

BA1

− mI2
A tI

A2 ḡA1A2
I1I2 tJ I1

BA1 − mI
A2tI2

A ḡA1A2
I1I2 tJ I1

BA1 + mI2
A ḡIA1

I1I2tJ I1
BA1 − ga1A1

i1I1 mi1I
a1AtJ I1

BA1

− ḡA1A2
I1I2 mI J

AA1tI1I2
BA2

1
2
− ḡA1A2

I1I2 mJ I1
AA1tI I2

BA2 + ḡA1A2
I1I2 mI I1

AA1tJ I2
BA2
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σiI
aA = −mI

A1ti
a1ga1A1

aA − mi
a1tI

A1ga1A1
aA − mi

a1ga1I
aA − mI

A1giA1
aA + mI

Ati
a1tI

A1ga1A1
aI1 (S20)

+ mI
A1ti

a1tI1
A ga1A1

aI1 + mi
a1tI

A1tI1
A ga1A1

aI1 + mI
Ati

a1ga1I
aI1 + mi

a1tI1
A ga1I

aI1 + mI
AtI

A1giA1
aI1 + mI

A1tI1
A giA1

aI1

+ mI
AgiI

aI1 + mI
A1ti

a1ti1
a ga1A1

i1A + mi1
a ti

a1tI
A1ga1A1

i1A + mi
a1ti1

a tI
A1ga1A1

i1A + mi1
a ti

a1ga1I
i1A + mi

a1ti1
a ga1I

i1A

+ mI
A1ti1

a giA1
i1A + mi1

a tI
A1giA1

i1A + mi1
a giI

i1A − mI
Ati

a1ti1
a tI

A1ga1A1
i1I1 − mI

A1ti
a1ti1

a tI1
A ga1A1

i1I1

− mi1
a ti

a1tI
A1tI1

A ga1A1
i1I1 − mi

a1ti1
a tI

A1tI1
A ga1A1

i1I1 − mI
Ati

a1ti1
a ga1I

i1I1 − mi1
a ti

a1tI1
A ga1I

i1I1 − mi
a1ti1

a tI1
A ga1I

i1I1

− mI
Ati1

a tI
A1giA1

i1I1 − mI
A1ti1

a tI1
A giA1

i1I1 − mi1
a tI

A1tI1
A giA1

i1I1 − mI
Ati1

a giI
i1I1 − mi1

a tI1
A giI

i1I1 − tI
A1ga1A1

i1A mii1
aa1

− ga1I
i1Amii1

aa1 + tI
A1tI1

A ga1A1
i1I1 mii1

aa1 + tI1
A ga1I

i1I1mii1
aa1 − ga1A1

aA miI
a1A1 + tI1

A ga1A1
aI1 miI

a1A1 + ti1
a ga1A1

i1A miI
a1A1

− ti1
a tI1

A ga1A1
i1I1 miI

a1A1 − ti
a2 ḡa1a2

ai1 mi1I
a1A + ḡia1

ai1mi1I
a1A − ti

a2ti2
a ḡa1a2

i1i2 mi1I
a1A + ti2

a ḡia1
i1i2mi1I

a1A + tI
A1ga1A1

aI1 miI1
a1A

+ ga1I
aI1miI1

a1A − ti1
a tI

A1ga1A1
i1I1 miI1

a1A − ti1
a ga1I

i1I1miI1
a1A + Fa1

a miI
a1A − Fa1

i1 ti1
a miI

a1A + ti1
a2 ḡa1a2

ai1 miI
a1A

− ti2
a2ti1

a ḡa1a2
i1i2 miI

a1A − tI1
A1ga1A1

aI1 miI
a1A + ti1

a tI1
A1ga1A1

i1I1 miI
a1A + ti

a1ga1A1
i1A mi1I

aA1 + giA1
i1Ami1I

aA1

− ti
a1tI1

A ga1A1
i1I1 mi1I

aA1 − tI1
A giA1

i1I1mi1I
aA1 − tI

A2 ḡA1A2
AI1 miI1

aA1 + ḡIA1
AI1miI1

aA1 − tI
A2tI2

A ḡA1A2
I1I2 miI1

aA1

+ tI2
A ḡIA1

I1I2miI1
aA1 + FA1

A miI
aA1 − FA1

I1 tI1
A miI

aA1 − ti1
a1ga1A1

i1A miI
aA1 + ti1

a1tI1
A ga1A1

i1I1 miI
aA1 + tI1

A2 ḡA1A2
AI1 miI

aA1

− tI2
A2tI1

A ḡA1A2
I1I2 miI

aA1 − ti
a1tI

A1ga1A1
i1I1 mi1I1

aA − ti
a1ga1I

i1I1mi1I1
aA − tI

A1giA1
i1I1mi1I1

aA − giI
i1I1mi1I1

aA − Fi
i1mi1I

aA

− Fa1
i1 ti

a1mi1I
aA − ti

a1ti2
a2 ḡa1a2

i1i2 mi1I
aA − ti2

a1 ḡia1
i1i2mi1I

aA + ti
a1tI1

A1ga1A1
i1I1 mi1I

aA + tI1
A1giA1

i1I1mi1I
aA − FI

I1miI1
aA

− FA1
I1 tI

A1miI1
aA + ti1

a1tI
A1ga1A1

i1I1 miI1
aA + ti1

a1ga1I
i1I1miI1

aA − tI
A1tI2

A2 ḡA1A2
I1I2 miI1

aA − tI2
A1 ḡIA1

I1I2miI1
aA

− ti
a1ga1A1

aI1 mI I1
AA1 − giA1

aI1 mI I1
AA1 + ti

a1ti1
a ga1A1

i1I1 mI I1
AA1 + ti1

a giA1
i1I1mI I1

AA1 − ḡa1a2
i1i2 mi1I

aAtii2
a1a2

1
2

− mI
A1ga1A1

i1A tii1
aa1 + mI

AtI
A1ga1A1

i1I1 tii1
aa1 + mI

A1tI1
A ga1A1

i1I1 tii1
aa1 + mI

Aga1I
i1I1tii1

aa1 − ga1A1
i1I1 mI I1

AA1tii1
aa1

− ḡa1a2
i1i2 miI

a1Ati1i2
aa2

1
2
+ ḡa1a2

i1i2 mi1I
a1Atii2

aa2 + ga1A1
i1I1 miI1

aAti1I
a1A1 + ga1A1

i1I1 mi1I
aAtiI1

a1A1 + mI
Aga1A1

aI1 tiI
a1A1

+ mi1
a ga1A1

i1A tiI
a1A1 − mI

Ati1
a ga1A1

i1I1 tiI
a1A1 − mi1

a tI1
A ga1A1

i1I1 tiI
a1A1 − ga1A1

i1I1 mi1I1
aA tiI

a1A1 + ga1A1
i1I1 miI

aA1ti1I1
a1A

− mi
a2 ḡa1a2

ai1 ti1I
a1A − mi2

a ti
a2 ḡa1a2

i1i2 ti1I
a1A − mi

a2ti2
a ḡa1a2

i1i2 ti1I
a1A + mi2

a ḡia1
i1i2ti1I

a1A − ga1A1
i1I1 miI1

aA1ti1I
a1A

+ mI
A1ga1A1

aI1 tiI1
a1A − mI

A1ti1
a ga1A1

i1I1 tiI1
a1A − mi1

a tI
A1ga1A1

i1I1 tiI1
a1A − mi1

a ga1I
i1I1tiI1

a1A − ga1A1
i1I1 mi1I

aA1tiI1
a1A

− Fa1
i1 mi1

a tiI
a1A + mi1

a2 ḡa1a2
ai1 tiI

a1A − mi1
a ti2

a2 ḡa1a2
i1i2 tiI

a1A − mi2
a2ti1

a ḡa1a2
i1i2 tiI

a1A − mI1
A1ga1A1

aI1 tiI
a1A
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+ mI1
A1ti1

a ga1A1
i1I1 tiI

a1A + mi1
a tI1

A1ga1A1
i1I1 tiI

a1A − ḡa1a2
i1i2 mi1i2

aa2 tiI
a1A

1
2
+ ga1A1

i1I1 mi1I1
aA1tiI

a1A + ḡa1a2
i1i2 mii1

aa1ti2I
a2A

+ ga1A1
i1I1 miI

a1Ati1I1
aA1 + mi

a1ga1A1
i1A ti1I

aA1 − mI
Ati

a1ga1A1
i1I1 ti1I

aA1 − mi
a1tI1

A ga1A1
i1I1 ti1I

aA1 − mI
AgiA1

i1I1ti1I
aA1

− ga1A1
i1I1 miI1

a1Ati1I
aA1 − mI

A2 ḡA1A2
AI1 tiI1

aA1 − mI2
A tI

A2 ḡA1A2
I1I2 tiI1

aA1 − mI
A2tI2

A ḡA1A2
I1I2 tiI1

aA1 + mI2
A ḡIA1

I1I2tiI1
aA1

− ga1A1
i1I1 mi1I

a1AtiI1
aA1 − FA1

I1 mI
AtiI

aA1 − mi1
a1ga1A1

i1A tiI
aA1 + mI

Ati1
a1ga1A1

i1I1 tiI
aA1 + mi1

a1tI1
A ga1A1

i1I1 tiI
aA1

+ mI1
A2 ḡA1A2

AI1 tiI
aA1 − mI

AtI2
A2 ḡA1A2

I1I2 tiI
aA1 − mI2

A2tI1
A ḡA1A2

I1I2 tiI
aA1 + ga1A1

i1I1 mi1I1
a1AtiI

aA1

− ḡA1A2
I1I2 mI1I2

AA2tiI
aA1

1
2
+ ḡA1A2

I1I2 mI I1
AA1tiI2

aA2 − mI
A1ti

a1ga1A1
i1I1 ti1I1

aA − mi
a1tI

A1ga1A1
i1I1 ti1I1

aA

− mi
a1ga1I

i1I1ti1I1
aA − mI

A1giA1
i1I1ti1I1

aA − ga1A1
i1I1 miI

a1A1ti1I1
aA − Fa1

i1 mi
a1ti1I

aA − mi2
a2ti

a1 ḡa1a2
i1i2 ti1I

aA

− mi
a1ti2

a2 ḡa1a2
i1i2 ti1I

aA − mi2
a1 ḡia1

i1i2ti1I
aA + mI1

A1ti
a1ga1A1

i1I1 ti1I
aA + mi

a1tI1
A1ga1A1

i1I1 ti1I
aA + mI1

A1giA1
i1I1ti1I

aA

− ḡa1a2
i1i2 mii2

a1a2ti1I
aA

1
2
+ ga1A1

i1I1 miI1
a1A1ti1I

aA − FA1
I1 mI

A1tiI1
aA + mI

A1ti1
a1ga1A1

i1I1 tiI1
aA + mi1

a1tI
A1ga1A1

i1I1 tiI1
aA

+ mi1
a1ga1I

i1I1tiI1
aA − mI2

A2tI
A1 ḡA1A2

I1I2 tiI1
aA − mI

A1tI2
A2 ḡA1A2

I1I2 tiI1
aA − mI2

A1 ḡIA1
I1I2tiI1

aA + ga1A1
i1I1 mi1I

a1A1tiI1
aA

− ḡA1A2
I1I2 mI I2

A1A2tiI1
aA

1
2
− ḡA1A2

I1I2 miI1
aAtI I2

A1A2
1
2
− mi

a1ga1A1
aI1 tI I1

AA1 + mi1
a ti

a1ga1A1
i1I1 tI I1

AA1

+ mi
a1ti1

a ga1A1
i1I1 tI I1

AA1 + mi1
a giA1

i1I1tI I1
AA1 − ga1A1

i1I1 mii1
aa1tI I1

AA1 − ḡA1A2
I1I2 miI

aA1tI1I2
AA2

1
2
+ ḡA1A2

I1I2 miI1
aA1tI I2

AA2

S1.4 Programmable Expression of ⟨M̃α(0)|Mα(t)⟩

⟨M̃α(0)|Mα(t)⟩ = m̃0m0 + m̃a1
i1 mi1

a1 + m̃A1
I1 mI1

A1 + m̃a1a2
i1i2 mi1i2

a1a2
1
4
+ m̃A1A2

I1I2 mI1I2
A1A2

1
4
+ m̃a1A1

i1I1 mi1I1
a1A1

(S21)

S12



S2 Time Evolution of Dipole Moment Autocorrelation Function

Time (au)
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Figure S1: The time evolution of the dipole moment autocorrelation function obtained
with the RT-NEO-EOM-CCSD method using the cc-pVDZ electronic basis set and the
PB4-F2-a′ nuclear basis set. The total simulation time is 5000 a.u., and the time step is 0.05
a.u.

S3 Definition of the Nuclear Basis Set

Table S1: Exponent Parameters for the PB4-F2-a′ (4s3p2d2f) Nuclear Basis Set.a

basis function exponent
s 3.569
s 10.345
s 18.179
s 29.582
p 5.714
p 17.975
p 35.437
d 9.289
d 20.595
f 11.518
f 22.134

ad and f functions are using Gaussians in the Cartesian form.
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S4 NEO-TDHF Protonic Transition Densities
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Figure S2: Transition densities for six selected proton vibrational states of the HCN
molecule calculated with the NEO-TDHF method employing the cc-pVDZ electronic ba-
sis set and the PB4-F2-a′ nuclear basis set.
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S5 Excitation Energies and Oscillator Strengths for NEO-TDDFT
Methods

Table S2: Excitation Energies (cm−1) and Oscillator Strengths (au) of the Six Selected
Proton Vibrational States for the HCN Molecule Calculated with NEO-TDDFT Meth-
ods and Different Basis Sets.a

NEO-TDDFT/no-epcb NEO-TDDFT/epc17-2c

DZ/QZ DZ/6Z DZ/QZ DZ/6Z
(ν1ν2ν3) ω f ω f ω f ω f
(100)d 1991 0.33 812 0.33 1268 0.34 594 0.34
(110) 9617 7e-03 9470 4e-04 5798 7e-03 5762 4e-03
(200)d 10070 0.00 9903 0.00 8004 0.00 7837 0.00
(001) 3605 0.33 3151 0.33 3401 0.35 3243 0.35

aThe NEO calculations used the PB4-F2-a′ nuclear basis set in conjunction
with the cc-pVDZ electronic basis set for C and N and the cc-pVQZ, or cc-pV6Z
electronic basis set for H, denoted DZ/QZ, and DZ/6Z, respectively.

bB3LYP electronic exchange-correlation functional without any electron-proton
correlation functional.

cB3LYP electronic exchange-correlation functional with the epc17-2
electron-proton correlation functional.

d(100) and (010) are degenerate, and (200) and (020) are degenerate.
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S6 TD-NEO-EOM-CCSD Excitation Energies with 8s8p8d8f Nu-
clear Basis Set

Table S3: Excitation Energies (cm−1) of the Six Selected Proton Vibrational States
for the HCN Molecule Calculated with the TD-NEO-EOM-CCSD Method and the
8s8p8d8f Nuclear Basis Set.a

TD-NEO-EOM-CCSD
(ν1ν2ν3) DZ/DZ DZ/QZ
(100)b 3011 1716
(110) 5592 3362
(200)b - -
(001) 4361 3722

aThe NEO calculations used the 8s8p8d8f nuclear basis set in conjunction with the
cc-pVDZ electronic basis set for C and N and the cc-pVDZ, or cc-pVQZ electronic
basis set for H, denoted DZ/DZ, and DZ/QZ, respectively. The 8s8p8d8f basis set is
an even tempered basis set with exponents spanning the range from 2

√
2 to 32.

b(100) and (010) are degenerate, and (200) and (020) are degenerate.
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